Mathematische Grundlagen von

Optimierungsverfahren

K. Schittkowski '

1. Einfiuhrung

1.1 Das nichtlineare Optimierungsproblem

Es werden Optimierungsaufgaben betrachtet, die dadurch charakterisiert sind, dafl eine
Zielfunktion f unter nichtlinearen Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen mini-
miert wird, d.h.

min f(z)
gj(x):O , j=1,...,me
IER” gj(.il])zo 7j:me—|—1,...,m

v <z <uw,

Fiir die nachfolgenden theoretischen Untersuchungen soll vorausgesetzt werden, dafl die
oberen und unteren Schranken nicht existieren bzw. als allgemeine Restriktionen formuliert
werden. Das obige Problem wird im Folgenden mit (NLP) bezeichnet.

Besitzen Zielfunktion f und der zuléssige Bereich bzw. die Nebenbedingungen g; eine
spezielle Gestalt, so konnen zur Losung des obigen Problems u.U. Spezialverfahren herange-
zogen werden.

Fiir die Zielfunktion sind folgende Strukturen interessant:

Allgemeine nichtlineare Zielfunktion f(x)

Lineare Zielfunktion flx) = Tz
Quadratische Zielfunktion f(x) = 22"Co+d'x
Summe von Quadraten (Regression) f(z) = 7, (yi — f(x,t))?,

(y; MeBwert zum Zeitpunkt ¢;)

Maximum von Funktionen f(x) = max;—y__m fi(z)

-----
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In Bezug auf die Nebenbedingungen sind folgende Situationen typisch:

allgemeine nichtlineare Nebenbedingungen
lineare Nebenbedingungen

keine Nebenbedingungen

Obgleich viele Softwaresysteme zur mathematischen Optimierung als geschlossene Sys-
teme konzipiert werden, sollte auch der Anwender einige theoretische Grundkenntnisse be-
sitzen, um die Dokumentation besser zu verstehen und um den Output insbesonders im
Fehlerfall analysieren zu konnen. Fiir spezielle Anwendungsbereiche oder aus organisatori-
schen Griinden kann der Entwurf eines eigenen Programms erforderlich sein, was ebenfalls
Grundkenntnisse aus der Optimierungstheorie voraussetzt.



1.2 Definitionen und Beispiele

Zum grundlegenden Begriff der Ableitung einer Funktion f : R®™ — R bendtigen wir
folgende Bezeichnungen:

e Gradient einer Funktion:

e Hesse-Matrix einer Funktion:

1) = (g £0))

.....

Die Optimierungstheorie fiir den vorliegenden Problemtyp basiert auf dem Begriff der
Lagrange-Funktion, mit deren Hilfe erst die notwendigen und hinreichenden Optimalitéts-
kriterien aufgestellt werden konnen.

Definition:

a) Der zuldssige Bereich P des Problems (NLP) ist die Menge aller zuléssigen Losungen,
d.h.

P:={z:9(x)=0,7=1,...,m, gj(x) >0, j=m.+1,...,m}

b) Die aktiven Restriktionen bzgl. x € P sind charakterisiert durch die Indexmenge

I(z) ={j:9gi(x) =0, mc <j<m}

c) Die Lagrange-Funktion von (NLP) ist durch
L(z,u) == f(x) = >_ u;g;(z)
j=1

fir jedes * € R" und u = (uy,...,u,)" € R™ definiert. Die Variablen u; heiflen
Lagrange-Multiplikatoren.

Beispiel: Ein Optimierungsproblem sei durch die Funktionen

flz1,29) = 21+ 29
gi(1,m9) = 9—af—a5 >0
go(z1,22) = 1l—x1—29 >0

gegeben. Die Lagrange-Funktion des Problems ist



L(z,u) = 22 + 29 — uy (9 — 27 — 23) — ug(1l — 2, — )
Fiir die Optimallosung z* gilt
¥ = (0,-3)T, I(2*) = {1}

Man kann i.a. nur erwarten, dafl ein Optimierungsverfahren ein lokales Minimum und
nicht ein globales berechnet, d.h. einen Punkt z* mit f(z*) < f(x) fur alle x € PN
U(x*),U(x*) geeignete Umgebung von z*. Jedes lokale Minimum von (NLP) ist dagegen
ein globales, wenn das Ausgangsproblem konvex ist, d.h. wenn f konvex, g, linear fur
Jj=1,...,m¢und g; konkav fir j = m. +1,...,m ist. Hierdurch wird erzwungen, dafl der
zulassige Bereich P eine konvexe Menge ist.

Definition: Eine Funktion f : R®™ — R heifit konvex, falls

fOz+ 1 =XNy) <Af(z)+ (1= N)f(y)

fir alle z,y € R" und A € (0,1) gilt, und konkav, falls in obiger Ungleichung <’ durch ">’
ersetzt wird.

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f ist Konvexitat gleichbedeutend damit,
dafl 72 f(z) positiv semidefinit ist, d.h. 27 72 f(x)z > 0 fiir alle 2 € R". Die Bedeutung der
Konvexitat fiir Optimierungsalgorithmen besteht darin, dal haufig nur fiir diesen Spezialfall
Konvergenzaussagen bewiesen werden konnen.

Zur Formulierung der nachfolgenden Charakterisierungsséatze benotigt man eine Zusatz-
bedingung, um pathologische Falle von P in einer Optimallosung auszuschlielen. Sie heif3t
constraint qualification, Slater-Bedingung oder im allgemeinsten Fall Regularitdatsbedingung.
Der Einfachheit halber beschréanken wir uns auf folgende Formulierung:

Definition: Unter einer constraint qualification in z* € P verstehen wir die lineare Un-
abhéngigkeit der Vektoren v7g;(z*) fir alle j € {1,...,m.} U I(z*).

Beispiel: Nebenbedingungen seien durch

g1(z1,22) = 29 >0

Go(T1,29) = —my+ 23 >0

gegeben, und es sei z* = (0,0)T. Wegen vgi(z*) = (0,1)T, vga(z*) = (0,—1)T ist
V91 (%) + 7g2(x*) = 0 und damit die constraint qualification nicht erfiillt.



1.3 Sattelpunkt und Dualitat

Wir beginnen den Abschnitt mit einer einfach zu beweisenden Aussage iiber die Bedeu-
tung der Sattelpunkteigenschaft fiir die nichtlineare Programmierung.

Satz: Falls x*,u* Sattelpunkt der Lagrange-Funktion mit uj > 0 fir j =m.+1,...,m ist,
d.h. falls

L(z*,u) < L(z*,u*) < L(x,u")

fir alle v € R* und w € R™ mit u; > 0 fir j =m.+1,...,m gilt, ist 2* globale Losung des
Problems (NLP).

Beweis: Es gilt
f(@*) = X uigi(x®) < f(a¥) —];@93‘(90*)
< flz)— Zz'n:1 U§9;(fr)
Zuerst ist ¥ € P zu zeigen. Dazu nehme man an, dafl g;(z*) # 0 fiir ein j < m, oder
gj(z*) < 0 fiir ein j > m, gilt. Setze u") = roej, wobei e; der j-te Einheitsvektor im R™ ist
und o := —1, falls g;(2*) > 0, 0 := +1, falls g;(z*) < 0. Dann gilt

L(z*,u'") = f(z*) — rog;(x*) — oo fiir 7 — oo

was zu einem Widerspruch zur Beschrinktheit von L(z*,u(™) durch L(x*,u*) fiihrt. Fiir
u:=0und z € P gilt

fa) < f@) =S uwlgy@) = fl@) = > wigyla) < f(o)
j=1 j=me+1

Damit ist «* optimal fiir (NLP).

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dafl bei hinreichend genauer Kenntnis der op-
timalen Lagrange-Multiplikatoren u* die Losung des restringierten Problems (NLP) auf die
Losung eines unrestringierten Problems zuriickgefiihrt werden kann. Allgemein spielen die
Lagrange-Multiplikatoren bei der Entwicklung neuerer Optimierungsverfahren eine bedeu-
tende Rolle. Man kann davon ausgehen, dafl ein vergleichbarer Aufwand zur Approximation
der optimalen Multiplikatoren u* betrieben wird wie zur Approximation der Optimallosung
x*. Zur Umkehrung des Satzes werden allerdings verscharfte Voraussetzungen benoétigt.

Satz: Falls (NLP) konvez, x* Optimallosung von (NLP) und die constraint qualification in
x* erfillt ist, gibt es ein u* = (u},...,ux)T € R™ mit u; > 0 fir j > me, so daff z*, u*

Sattelpunkt der Lagrange-Funktion ist.

Beispiel: Sei
min z? + T,

Ty, T9: 9—aF—a5 > 0

l—z1—29 > 0



wie vorher gegeben. Dann bilden z* = (0,—3) und u* = (1/6,0) einen Sattelpunkt der
Lagrange-Funktion

L(z,u) = 25 + 19 — u1 (9 — 27 — 25) — ug(1 — 21 — 1)

da
L(z*,u) = =3 — duy < L(x*,u*) = =3,

L(z*,u*)=-3< gxf + é(x% +3)* = 3 = L(z,u")
fur alle u; > 0, us > 0 und z; € R, 25 € R.
Die Sattelpunkteigenschaft fithrt zur Definition dualer Probleme.
Definition:

1. Das primale Problem lautet
min{L(z) : x € R"},

wobei
L(z) := max{L(z,u) :u € R™, u; >0 fir j > m.}

2. Das duale Problem lautet
max{L(u) : v € R™, u; >0 fiir j > m.},

wobei
L(u) == min{L(z,u) : = € R"}

Damit kann der folgende Dualitatssatz bewiesen werden, aus dem auch unmittelbar der
Dualitatssatz der linearen Programmierung folgt:

Satz: Es gilt
max{L(u) : u € R™,u; >0 firj >m,} <min{L(z): z € R"}
Falls x*,u* Sattelpunkt von L ist, gilt

L(u*) = L(z")



1.4 Notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingungen

Fiir die Entwicklung und das Verstédndnis von Optimierungsverfahren sind die folgenden
Charakterisierungssatze fundamental.

Satz: (Notwendige Optimalitdtsbedingungen 2. Ordnung): Es seien f und g; fir
Jj = 1,...,m zweimal stetig differenzierbar, x* ein lokales Minimum von (NLP) und die
constmmt qualzﬁcatzon in x* erfillt. Dann gibt es ein u* € R™, so daf fir z* = (z*,u*)T gilt

@)

uj >0 , j=me+1,...,m

g;(z*) =0, j=1,...,m,

g;(z") >0, j=me+1,....,m
L(x*, u*) 0

u;g;(x*) =0, j=me+1,...,m

b) sT 7% L(z*,u*)s > 0 fir alle s € R® mit \7g;(a*)T's =0, j € {1,...,m.} UI(x*).

Die Bedingung a) des obigen Satzes heifit Kuhn-Tucker-Bedingung. Sie besagt, daf} in
einem Minimum der Gradient der Zielfunktion eine positive Linearkombination der Gradi-
enten der aktiven Restriktionen ist. Die Aussage b) bedeutet, dafi die Lagrange-Funktion
auf dem Tangentialraum der Gleichheits- und aktiven Nebenbedingungen positiv semidefinit
ist. Auf die Zusatzbedingung der constraint qualification kann nicht verzichtet werden.

Beispiel: Sei

flz1,20) = x4
g1(z1,22) = —x9 >0
go(T1,0) = 19 —27 >0

Wegen P = {(0,0)} ist * = (0,0) optimal. Allerdings gilt wegen

nicht die Kuhn-Tucker-Bedingung.



Satz: (Hinreichende Optimalitdtsbedingungen 2. Ordnung): Es seien f und g; fir
J=1,....m zweimal stetig differenzierbar und x* € R*, u* € R™ gegeben, so dafs gilt:

@)

uj >0 , j=me+1,....,m
g;(z*) =0, j=1,...,m,
g;(=") >0, j=me+1,....,m
VeL(x*,u*) =0

u;g;(*) =0, j=me+1,...,m

b) sT 7w L(x*,u*)s > 0 fir alle s € R® mit s # 0, 7g;(z*)'s =0, j=1,...,m,, und
fiir alle s mit 7g;(z*)'s =0, j =m.+1,...,m, fir die us >0 gilt.

Dann ist x* ein isoliertes lokales Minimum von f auf P, d.h. es gibt eine Umgebung U (z*)
von x*, so daff f(x*) < f(z) fir alle x € U(z*) N P, x # z*, gilt.

Beim Studium entsprechender Lehrbiicher ist darauf zu achten, dafl die Bedingungen a)
und b) héufig anders formuliert werden (z.B. fiir Maximierungs- statt Minimierungsprob-
leme, "<’ statt '>’-Restriktionen, zusétzliche Schranken der Form ’z > 0’), und daf§ von
modifizierten Voraussetzungen ausgegangen werden kann.

Beispiel:
flx) = 22+ 29
gi(r) == 9—2?—23 >0
gg(.’E) = 1—.%’1—5132 20

Die Kuhn-Tucker-Bedingung

L({K u)_ 21‘1 —u —|—2l’1 u +1 . 2x1(1+u1)—|—u2 —0

Va AT, 1) = 1 "\ 21, 1) 14 2ume+us )

ergibt fiir v* = (0, —3)T die Multiplikatoren u} = 1/6 und uj = 0. Ferner ist die Hesse-Matrix
der Lagrange-Funktion

vt = (%0 )

positiv definit.



2. Unrestringierte Optimierung

2.1 Problemstellung

Abgesehen von ihrer praktischen Bedeutung werden Verfahren zur restringierten Pro-
grammierung hier behandelt, weil die Losung von restringierten Problemen haufig auf die
von unrestringierten Problemen zuriickgefithrt wird, und weil sie ferner als Ansatzpunkt zur
Entwicklung von Verfahren zur restringierten Programmierung herangezogen werden. Das
Problem lautet also

min f(x)

mit einer (der Einfachheit halber) zweimal stetig differenzierbaren Funktion f. Die behan-
delten Verfahren erzeugen eine Folge von Néherungslésungen nach der Iterationsvorschrift

Tpt1 1= T + apdy

wobei der Startpunkt zy € R"™ beliebig vorbestimmt wird und a4 nach einem geeigneten
Schrittweitenalgorithmus berechnet wird, auf den wir hier nicht naher eingehen wollen.

Eine intuitiv naheliegende Idee wére, das Verfahren des steilsten Abstiegs zur Bestim-
mung der Suchrichtung zu wahlen, d.h.

dr == — 7 f(wr)
zu setzen. In diesem Fall gilt folgendes Resultat:

Satz: Es sei f(z) = %.CETA.CE, A positiv definit, d, == — 7 f(xg) und ap durch exakte
eindimensionale Minimierung bestimmt. Dann gilt

2
v < (2530 ) )

fur alle k > 0, wobei A1 der kleinste und A, der gréfite Eigenwert von A ist.

Exakte eindimensionale Minimierung bedeutet hier, dafi «y die Funktion f(z) + ady)
exakt minimiert. Die Abschiatzung des Satzes ist scharf in dem Sinn, dafl es Startwerte
xo und Matrizen A gibt, die Gleichheit fiir alle k erzwingen. Fiir schlecht konditionierte
Matrizen ist 22=2L ~ 1, so dafl das in der Praxis beobachtete langsame Konvergenzverhalten

i AntAL i
theoretisch verifizierbar ist.



2.2 Verfahren mit konjugierten Richtungen

Ziel ist jetzt die Beschreibung von Verfahren, die die Nachteile des steilsten Abstiegs
vermeiden. Dazu miissen die Suchrichtungen zusétzlich Information iiber das Kriimmungs-
verhalten der Zielfunktion ansammeln.

Definition: Es sei s1,...,s, € R"s; # 0, A positiv definit. Dann heiflen die Vektoren
S1, ..., 8y bzgl. A konjugiert, falls
sl As; =0

fiiri,j=1,...,n, i £ j.

Man sieht leicht, dafl konjugierte Vektoren linear unabhangig sind. Ein Verfahren, das
konjugierte Richtungen erzeugt, muf} also bei Anwendung auf quadratische Probleme endlich
sein.

Satz: Es sei f(x) = %xTAx—bTx—i—c, A positiv definit, und die Suchrichtungen dy, . .., d,_1
seien bzgl. A konjugiert. Bei exakter Schrittweitenbestimmung gilt dann

T, =A""b,
d.h. x, ist Optimallosung des Problems.

Das wohl einfachste und bekannteste Verfahren zur Erzeugung konjugierter Richtungen
stammt von Fletcher und Reeves. Fiir die Anwendung auf das allgemeine unrestringierte
Problem hat es folgende Form:

Algorithmus: Setze dy := — </ f(x¢) fur einen beliebigen Startpunkt xy und fir k = 1,2, . ..
bestimme

d, = — 7 f(@r) + Mdr—
mit v == (|| 7 flz)ll/I| 7 f(@r-1)[]

Satz: Es sei f(x) = sa”Ax — b'x + ¢, A positiv definit und oy, durch ezakte Schritt-
weitenbestimmung definiert. Dann sind die Suchrichtungen des Fletcher-Reeves-Verfahrens
bzgl. A konjugiert, und es gibt ein | < n mit

X, = A_lb .

Der Vorteil des Verfahrens liegt darin, dafl zur Berechnung der Suchrichtung keine Ma-
trizen gespeichert werden miissen. Damit kann es zur Losung grofier Optimierungsprobleme
herangezogen werden. Fiir kleine Probleme scheint es sensitiv gegeniiber der Genauigkeit
bei der Schrittlangenbestimmung zu sein und ist den nachfolgenden Verfahren numerisch
unterlegen.
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2.3 Newton-Verfahren

Quadratische Probleme mit f(z) := %xTAa:—bquLc lassen sich in einem Iterationsschritt
losen, setzt man

rr = Ailb = Ty — Ail(A.CI?[) — b)

fiir ein beliebiges ¥y € R™. Dabei soll A positiv definit sein. Da A = /2 f(x) und Az —b =
v .f (o), fiihrt diese Uberlegung zur Formulierung des Newton-Verfahrens, das auch als eine
Verallgemeinerung des bekannten eindimensionalen Verfahrens zur Nullstellenbestimmung
anzusehen ist. Hierbei wird die Suchrichtung durch Invertierung der Hesse-Matrix gewonnen:

dy == — % flze) " v f(wo) -

Der Vorteil des Verfahrens liegt im quadratischen Konvergenzverhalten und im Verzicht
auf eine Schrittweitenbestimmung in der Nahe einer Optimallosung begriindet.

Satz: Es sei x* optimal fir das unrestringierte Optimierungsproblem, d.h. ~7f(z*) = 0
und 72 f(x*) positiv definit. Falls xo hinreichend nahe bei x* ist, konvergiert das Newton-
Verfahren

Tepr = xp — 2 f ()77 f ()
quadratisch gegen x*, d.h. es gilt

et — 2l <yl — 2] -

Dieses Konvergenzresultat wird jedoch durch einige Nachteile des Newton-Verfahrens
beeintrachtigt:

a) Fiir jeden Iterationsschritt miissen zweite Ableitungen berechnet werden.
b) Die Losung des Gleichungssystems /2 f(xy)dy, = — 7 f(z) ist aufwendig.

c) Die Hesse-Matrix kann nichtsingulér oder schlecht konditioniert werden, so dal zusétz-
liche Sicherungsvorkehrungen erforderlich sind.

d) Das Verfahren konvergiert nur lokal.

e) Bei ungiinstigen Startwerten ist u.U. s/?f(x;) nicht mehr positiv definit, so dafl dj
keine Abstiegsrichtung mehr ist.
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2.4 Quasi-Newton-Verfahren

Fiir Quasi-Newton-Verfahren soll auf die Berechnung zweiter Ableitungen verzichtet wer-
den. Die Suchrichtung wird durch Multiplikation des Gradienten mit einer sogenannten
Quasi-Newton-Matrix Hj berechnet, d.h.

dy == —Hy 7 f(z1) ,
wobei Hj eine geeignete Niherung von /2f(x))~! darstellen soll. Folgende Forderungen
werden deshalb an Hj, gestellt:
Bedingungen:
a) Hj, ist positiv definit, sofern Hy positiv definit ist.

b) Hy erfilllt die Quasi-Newton-Bedingung
Hyop1 (V[ (@p11) — V[ (@0)) = T — @

¢) Hjy entsteht aus den Daten Hy, Tgi1, ok, Vf(2re1) und 7 f(zx) durch eine Rang-
2-Korrektur, d.h.
His1 = Hi, + Bruguy, + yevguy

mit Gy, 7 € R, ug, v, € R™.

d) Falls f(z) = 27 Az + bz, A positiv definit, oy, exakte Schrittweite und m = 0, sind

die Suchrichtungen dy, di, . .. konjugiert, d.h. df Ad; =0, 0 <i < j.

Da die Hesse-Matrix von f in einem Minimum positiv definit ist und Hj ihr Inverses
approximieren soll, wird die positive Definitheit von Hj verlangt. Zusétzlich erzwingt diese
Bedingung, dafl es langs der Suchrichtung dj bergab geht, d.h. dafl

di 7 flan) = =7 fa) " He 7 f(x) <0

Zur Motivation der Quasi-Newton-Bedingung betrachte man eine quadratische Funktion
f(x) := 22" Az — b" 2z + ¢ mit einer positiv definiten Matrix A. Dann gilt fir H := A~

Hepr(Vf (wrn) = Vf(2) = A7 (Azpyr — b — Axy, + )

= Tk+1 — LTk -

Bedingung c¢) bewirkt eine einfache Berechnungsformel fiir die Matrizen Hj, wahrend
d) die Endlichkeit des Verfahrens nach hochstens n Iterationen fiir quadratische Probleme
garantiert.

Unter Verzicht auf eine allgemeine Darstellung von Verfahren, die obige Bedingungen
erfiillen, sollen hier nur die zwei bekanntesten und gebrauchlichsten Algorithmen angegeben
werden.

Definition: Sei ¢ := v f(2k1) — Vf(zx), Pk := Tx41 — k. Dann heiflen die Rekursions-
formeln
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T T
pepy Hreqray, Hy
Higy o= Hp + 555 — .

prar  ql Higy

das Verfahren von Davidon-Fletcher-Powell (DFP-Verfahren) und
b)

TH T
Hyoy = H, + <1+ gk ka> PrPy

prae ) pla
1 T T
—  —— (peay, Hy + Hpqrp
pzqk ( k k)

das Verfahren von Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS-Verfahren).

Satz: Es sei Hy positiv definit, xqo beliebiger Startpunkt und {zy} eine Iterationsfolge des
DFP- bzw. BFGS-Quasi-Newton-Verfahrens mit pLqr > 0. Dann ist Hy positiv definit fiir
alle k, und es gilt die Quasi-Newton-Gleichung

Hpp1 (W f (2p41) — Vf(21) = Tpr — 21

Fiir quadratische Zielfunktionen konnen wesentlich weitergehende Eigenschaften der Qua-
si-Newton-Verfahren gezeigt werden.

Satz: Es sei f(x) := %xTAx—bTx—l—c, A positiv definit, xo € R", Hy positiv definit und {zy}

eine Iterationsfolge des DFP- oder BFGS-Verfahrens mit exakter Schrittweitenbestimmunyg.
Dann gibt es ein | < n, so dafs:

a) Die Suchrichtungen dy, . ..,d;_1 sind bzgl. A konjugiert.
b) x; = A7'D ist die Optimallosung.
c) Fallsl=n, gilt H, = A%

Fiir allgemeine nichtquadratische Zielfunktionen konnen nur lokale Konvergenzaussagen
gezeigt werden:

Satz: Es sei x* lokales Minimum von f, \72f(z) positiv definit in x* und Lipschitz-stetig,
d.h.

|72 f(x) = 7 f ()] < Allw — 2]
fur alle x aus einer Umgebung von x*. Dann konvergiert das Quasi-Newton- Verfahren mit

exakter Schrittweitenbestimmung lokal superlinear gegen x*, d.h. falls Hy positiv definit ist
und xqo hinreichend nahe bei x* gewdhlt wird, gilt

_ *
i 1 =2l _
k—oo ||lwp — 2*||

13



Dieser Satz gilt auch fiir etwas verallgemeinerte Schrittlangenverfahren. Die superlineare
Konvergenz besagt, dafl es eine Nullfolge {v;} gibt mit

k1 — 2"} < ywllew — 27

Die bisher erwahnten Eigenschaften der Quasi-Newton-Verfahren gelten in der Regel nur
fiir exakte Schrittweitenbestimmungen. Theoretisch erzeugen in diesem Fall die beiden hier
besprochenen Verfahren sogar identische Iterationsfolgen. In der Praxis jedoch kann eine
exakte Schrittweitenbestimmung nicht durchgefiihrt werden, so dafl alle bisher erwahnten
Eigenschaften nur mit Einschrankungen giiltig bleiben. Insbesonders besteht die Gefahr, dafl
die Matrizen Hj nicht mehr positiv definit bleiben, und dafl damit die Suchrichtungen nicht
mehr profitabel sind. Um dieser Gefahr zu begegnen, wird in heutigen Implementierungen
haufig die inverse Matrix von Hj, iteriert. Setzt man By = H ! fir alle k, erhdlt man
ebenfalls eine Rang-2-Korrekturformel fiir By:

Satz: Fur das inverse BFGS-Verfahren

T T
qrq;  Brprpy Br
Biy1 = By + -
i e pEBipk

gilt By = H;' fiir alle k.

Da die obige Rekursionsformel eng mit der des DFP-Verfahrens fiir die Matrix Hy ver-
wandt ist, bezeichnet man auch beide Verfahren als dual oder komplementéar zueinander. Da
nun die Losung eines Gleichungssystems

Bydy, = — <7 f(xr)

in jedem Iterationsschritt erforderlich ist, speichert man By in LDL-Faktorisierung (Choles-
key-Verfahren), d.h.
By, = LDy LT

mit einer unteren Dreiecksmatrix L, und einer Diagonalmatrix Dj. Allerdings wird nicht
mehr diese Choleskey-Zerlegung in jedem Iterationsschritt wiederholt, sondern man bringt
das inverse BFGS-Verfahren in die Form

T T T T
Lk+le+lLk+1 = Lka'Lk: + U/kuk - ’Uk-'Uk.

und modifiziert statt By die Zerlegungsmatrizen L und Dj nach einem Verfahren von Gill,
Murray, Saunders (1975), siehe auch Kraft (1977). Dieser Algorithmus erfordert ungeféhr
denselben Rechenaufwand wie die urspriingliche Rekursionsformel und garantiert die positive
Definitheit von Hy bzw. By fiir alle k, da ¢l pp > 0 durch eine einfache Modifizierung der
Korrekturformel garantiert werden kann.
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3. Schrittlangenbestimmung

3.1 Problemstellung

Die Standardalgorithmen zur nichtlinearen Programmierung bestimmen einen neuen Ite-
rationswert Z in der Form
T:=x+ad,

wobei x die alte Ndaherungslosung, d die sogenannte Suchrichtung und & eine reelle Zahl ist,
die eine Funktion F' langs d minimieren soll, d.h. fiir die

F(a) =min{F(z +ad): 0 < a < oo}

gilt. Die spezielle Struktur von F' hangt vom jeweiligem Optimierungsverfahren ab und
wird spater untersucht. Der Einfachheit halber kann man sich hier ein unrestringiertes
Optimierungsproblem vorstellen, d.h.
in F'(z) .
)
Die Problematik bei der Ermittlung einer Schrittweite « liegt nun darin, mit moglichst
geringem Aufwand, d.h. mit moglichst wenigen Funktionsaufrufen von F' eine hinreichend

genaue Naherungslosung zu bestimmen, so dafl ein Verfahren zur Minimierung von F' noch
konvergieren wiirde.
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3.2 Schrittweiten mit garantierter Konvergenz

Schon frithzeitig wurde die exakte Bestimmung von & durch Bedingungen ersetzt, die
die Konvergenz des zugrunde gelegten Algorithmus zur unrestringierten Minimierung einer
Funktion F' zum Ziel hatten. Zwei der bekanntesten Bedingungen dieser Art sind die folgen-
den:

Goldstein-Bedingung: Es sei & so gewahlt, dafl
0 < —aVE(x)'d< F(r)— F(x+ ad) < —psaVF(z)'d

gilt, wobei 0 < p; < % < e < 1 zu setzen ist.

Armijo-Bedingung: Essei 0 < 4 < 0.5, ¢ > 1, 1 > ¢ > 0 und & die groite Zahl in der
Folge {oq™7}, so daB
F(x) — F(z + ad) > —uaVF(z)'d .

Zur Veranschaulichung dieser Schrittweitenverfahren betrachte man die Funktion
U(a) = F(x+ ad) .
Wegen ¥'(a) = VF (z+ad)Td lassen sich beide Bedingungen in eine einfachere Form bringen.
Goldstein: W (0) + auV'(0) < ¥(a) < U(0) + ap W'(0)
Armijo: U(277) < W(0) 4+ 277 ' (0) (0:=1, ¢:=2)

Beide Bedingungen besagen, dafl zwar auf der einen Seite die Abnahme von F grof§
genug sein mufl, damit das Verfahren moglichst rasch konvergiert, jedoch auf der anderen
Seite nicht zu klein werden darf, um die Konvergenz gegen einen stationaren Punkt nicht
zu unterbinden. Ein typisches Konvergenzresultat zur Minimierung einer differenzierbaren
Funktion F' ohne Restriktionen ist im folgenden Satz beschrieben.

Satz: FEs sei {x;} eine Iterationsfolge gebildet nach der Vorschrift
Tyt 1= Tp + apdy,

wobei oy nach der Goldstein- oder Armijo-Bedingung bestimmt wurde, und wobei fir die
Suchrichtung
—VF(zi)"d > olldill |V F(a) |

gelten moge. Falls fiir den Startpunkt xy die Niveaumenge
K:={zeR": F(z) < F(x)}
kompakt ist, ist jeder Haufungspunkt x* von {xy} stationdr, d.h. es gilt
VF(@*)=0.

Hierbei ist zu beachten, daf§ die Suchrichtung dj. in jedem Iterationsschritt beliebig gewéhlt
werden darf, sofern es sich nur um eine Abstiegsrichtung handelt und sie nicht orthogonal
zum Gradienten von F' steht.
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Numerisch ist ein Verfahren mit den Schrittweitenbestimmungen nach Goldstein oder
Armijo ineffizient, so dafl es in der Praxis nicht verwandt wird. Allerdings werden wegen
der globalen Konvergenzaussage Bedingungen dieser Art haufig als Stoppkriterien in andere
Schrittweitenverfahren eingebaut.

17



3.3 Numerische Algorithmen

Die Implementierung eines Schrittweitenalgorithmus ist ein kritischer Punkt in vielen
Optimierungsverfahren und beeinfluft die Effizienz erheblich. In der Regel basiert die
Schrittlangenbestimmung auf quadratischer Interpolation. Falls man jedoch numerische
Schwierigkeiten zu erwarten hat, kombiniert man ein solches Verfahren haufig mit einer
Intervallmethode. Als Stoppkriterium kann man die Goldstein-Bedingung oder &hnliche be-
nutzen. Ist jedoch ein pathologisches Kurvenverhalten auszuschlieen, geniigt in der Regel
ein einfaches Interpolationsverfahren. Bei der Wahl eines Schrittweitenalgorithmus ist also
auf die Struktur der zu losenden Probleme und die des iibergeordneten Optimierungsver-
fahrens Riicksicht zu nehmen.

Gerade Algorithmen zur restringierten Optimierung erzwingen héufig einen pathologi-
schen Kurvenverlauf von p(a) am Rand des zuléssigen Bereichs. Dies kann zu ineffizienten
Interpolationsverfahren fiihren. Je nach Lage von aq, as, ag liegt & entweder zu weit vom
tatsdachlichen Minimum entfernt oder zu nahe an der ersten Stiitzstelle.

Fiir die spater zu besprechenden SQP-Verfahren genitigt in der Regel eine grobe Schritt-
langenbestimmung, da nach Moglichkeit die Schrittlange 1 gewahlt werden soll. Hierzu
eignet sich folgendes einfaches Verfahren:

Algorithmus:
Gegeben seinen 3, pmit 0 < <1, 0<p <3 (=01, p=0.01)
Start: ag =1
Firi =0,1,2, ...
1) Falls W(a;) < ¥(0) + pa; ¥'(0), stop
2) a; = 5070'(0)/(a; ¥'(0) — (¥(a;) — ¥(0)))

3) iy1 := max(Bay, a;)

Hier wird eine quadratische Interpolation basierend auf W(0), ¥'(0) und einer Zwischen-
stelle ¥(«;) verbunden mit einer Armijo-Schrittlangenreduzierung. Damit werden auch die
Spezialfalle abgefangen, die bei einer ungeeigneten quadratischen Interpolation auftreten.

(2) ) , dp = ( :11 ) und die Konstanten

p = 1/4, B := 1/2 gegeben. Dann ist ¥(a) = F(z; + ady) = 16a* — 17a + 4, d.h.
U(0) =4, U'(0) = —17. Setze ap := 1.

Beispiel: Es seien f(z) = 23 + zq, 7, = <

i=0: Wlag) =3 > W(0) +W(0) =1 %
g = 55 (exaktes Minimum von ¥(a) léngs dy,)
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i=1: U(a) ~—0.1<¥(0)+ 13 ¥'(0) ~ 0.9

ap = % ist die gesuchte Schrittweite.
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4. Numerische Verfahren

4.1 Voraussetzungen

Wir wenden uns der Losung von restringierten Optimierungsproblemen der Form

min f(x)
reR": gi(z)=0 , j=1,...,m,

gi(x) >0 , j=m.+1,...m

zu. Zur Vereinfachung der Beschreibung des Verfahrens werden obere und untere Schranken
fiir die Variablen ausgelassen. Folgende Voraussetzungen seien getroffen:

e Das Problem ist glatt, d.h. die Problemfunktionen f und ¢y, ..., g, sind auf dem R"
stetig differenzierbar.

e Das Problem ist klein, d.h. die Anzahl der Variablen und Nebenbedingungen ist nicht
so grof}, dafl Spezialverfahren herangezogen werden miissen (z.B. n,m < 100 — 200).

e Das Problem ist gut skaliert, d.h. Anderungen in den Variablen erzeugen Anderungen
in den Problemfunktionen in derselben Groflenordnung.

e Das Problem ist wohldefiniert, d.h. der zulassige Bereich ist nicht leer, und es existiert
eine Optimallosung.

Obwohl in der Vergangenheit eine Vielzahl mathematischer Optimierungsverfahren ent-
wickelt und auch implementiert wurden (z.B. Penalty-, Multiplikator-, verallgemeinerte re-
duzierte Gradientenverfahren), beschéftigen wir uns jetzt nur mit sequentiellen quadratischen
Programmierungsverfahren (SQP-Verfahren) auf Grund ihrer Effizienz und Zuverlassigkeit
insbesonders fiir allgemeine Probleme, fiir die keine Spezialverfahren entwickelt werden
konnen.
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4.2 Das quadratische Teilproblem

SQP-Verfahren basieren auf der sukzessiven Losung quadratischer Teilprobleme, die
durch eine quadratische Approximation der Lagrange-Funktion und eine Linearisierung der
Restriktionen entstehen. Sei x; € R eine Néaherung der Optimallosung, vy € R™ eine
Naherung der Multiplikatoren und By eine Naherung der Hessematrix der Lagrange-Funktion
im Optimalpunkt. Dann erhélt man eine Suchrichtung durch Losen des folgenden Teilprob-
lems:

min %dTBkd + Vf(l’k)Td
deR": vgj(a:k)Td+gj(:ck):O , g=1,...,m,

v (a) d+gi(xr) >0 j=m.+1,...,m

Das obige Teilproblem, dafl in jedem Iterationsschritt des SQP-Verfahrens gelost werden
muB, werde jetzt mit (QP) bezeichnet. Falls dj die Optimallésung und wuy der zugehorige
Multiplikator von (QP) ist, erhélt man die neuen Iterationswerte

- + g )
Uk+1 Uk, U — Vg
wobei ay, eine geeignete Schrittlange darstellt. Man beachte, dafl v, = ug im Falle o, = 1

gilt.

Motivation: Sei me = m, d.h. es mogen keine Ungleichungen existieren. Ziel ist die Losung
der Kuhn-Tucker-Bedingungen
9(x)

mit ¢ = (g1,...,9m)", dh. die Losung eines Gleichungssystems F(z) = 0 mit n + m
Unbekannten z = (z,v) und n + m nichtlinearen Funktionen F(z) = (/.L(z,v),g(x)).
Gegeben sei nun eine Naherungslosung z, = (zg,vr). Mit By := Ve L(zk, vg) erhélt man
aus dem Newton-Verfahren

VF(z)pr + F(2) =0

die Bedingung

( By = g(w) ) (dk> N <Vf($k) - Vg(fﬁk)vk> _0

v(ze)' 0 Yk 9(wk)
Hierbei ist pr, = (dk, yx). Dann ist mit uy := yx, — v
Bydy — 7 9(wp)ur, + 7 f(2x) =0
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vg(zr) dy, + g(z) =0

Dies sind die Optimalitatsbedingungen fiir das quadratische Teilproblem (QP), d.h. durch
(QP) wird das Newton-Verfahren zur Losung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen von
(NLP) definiert, sofern By die Hessematrix der Lagrange-Funktion ist.

Beispiel: Gegeben sei das Problem

i 2
min xy + T2

T1,To 9—:10%—1"% >0

1—%1-%2 >0

Gegeben seien die Startwerte xop = (2,0)T und By = I, d.h. By sei die Einheitsmatrix. Dann
lautet das quadratische Teilproblem

dl,dQI —4d1—|—5 20
—dy—dy—1 >0
Da die linearen Restriktionen nicht aktiv werden, erhalt man durch einfaches Nachrechnen
die Losung dy = (—4, —1)T, ug = (0,0)7.

Die neue Matrix Bj, die die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion approximieren soll, wird
mit Hilfe des BFGS-Verfahrens bestimmt:

& Bopopd B
By = By + 4090  DoPoPo Lo

plao  p&Bopo

qo = VaL(21,u0) — VaL(20,u0) = V f(21) — V f(0)
AN
-(1)-0)- ()

Damit ist

10 1 (640 1 (164 2 —1/4
Bl = 4+ — — — ~ .
01 32\ 00 17\ 41 —1/4 1
Das neue quadratische Teilproblem ergibt sich zu

min d%—{—%d%— id1d2—4d1+d2
dl,dgi 4d1+2d2+4 Z 0
—dy —de+4 >0

Da das unrestringierte Minimum von (QP) zuléssig ist, ist

1 20 0
dl = o7 , Up =
21 (—16) <0>
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ein Kuhn-Tucker-Punkt und damit Optimallésung von (QP).
Der tatsachlich berechnete Iterationsverlauf wurde mit Hilfe des SQP-Programms NLPQL
nachgerechnet und ist in der nachfolgenden Tabelle aufgelistet.

k z{” oy f(xr) r(zy) s(zr)

0  2.0000000 0.0000000 4.0000000 1.0 17.

1 —2.0000000 —1.0000000 3.0000008 .0 6.56

2 —1.0000000 —1.81250000 —.81249925 .0 33.59
3 —.1370218 —2.2942287 —2.2754537 .0 .69

4 .2791080 —2.8742998 —2.7963985 .0 27

5  .2301523 —3.0153240 —2.9623539 15 .36

6 210—1 —3.0237105 —3.0232876 14 AT — 1
7 .990-—3 —3.0001562 —3.0001552 .94 —3 .313p—3
8 211p—3 —3.0000001 —3.0000001 .63;0—6 .11;0—6
9 15,9—5 .3.0000000  —3.0000000 .4219—7 .1449—7

Hierbei ist 7(zx) die Summe der Restriktionsverletzungen, und s(zy) dient als Stoppkri-
terium:

s(wn) =) Tf ) de |+ 30 | ugi(®) |

i=1

Aus der Formulierung des quadratischen Teilproblems folgt der folgende Satz:

Satz: FEs sei d = 0 Optimalldsung des quadratischen Teilproblems (QP) und uy der zu-
gehorige Multiplikator. Dann erfillen xp und wy die notwendigen Optimalitatsbedingungen
des nichtlinearen Programms (NLP).

Beweis: Die Optimalitatsbedingungen fiir das quadratische Teilproblem (QP) lauten:

m

Bidy, + 7 f () =Y “g‘k) W gi(wr) =0

=1

ng(xl)Tdk +gi(xr) =0, j=1,...,m,,
Vi (ze) dy + gj(ze) >0, j=m.+1,...,m,
U > O7

Zu k (vgj(zr)"dy. + g (1)) = 0.

Jj=1

Fir dj, = 0 folgt die Behauptung.

Numerische Schwierigkeiten kénnen jedoch durch die Unlésbarkeit von (QP) entstehen,
obwohl das Ausgangsproblem wohldefiniert ist.

Beispiel: Es sei das folgende Problem gegeben:
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min (z; — 2)? + (22 — 3)?
T +22 > 0
T1,To : x%—i—xg >0

) <1

Fiir 29 = (—2,1), By = I erhilt man ein unldsbares Teilproblem:

min %d% + %d% — 8dy — 4ds
dy+2ds—1 >0
dy,dy: —4d; +dy+5 > 0
1.5 < dy <25
dy <0
Ein weiterer Nachteil ist die Berechnung aller Restriktionsgradienten fiir das Teilproblem,
wodurch Rechenzeit fiir nichtaktive Nebenbedingungen vergeudet wird. Beide Nachteile

lassen sich z.B. durch folgendes modifizierte Teilproblem beheben, bei dem eine zusétzliche
Variable ¢ eingefiihrt wird.

min $d”Byd + 7 f(xi)'d + 076*
deR"§€eR: vygj(zp)Td+ (1—10)g;(z) {;} 0,J¢€Jg,
Vi(xim) d+ gi(xk) 20, j € Ky

Hierbei ist oy ein geeigneter Penaltyparameter, siche Schittkowski (1983), und

Ji=A{1,.,mepU{jme <j <m, gj(wx) <€ oder Uj(k) > 0}

Kyo=1{1,...,m}\ J,

Hierbei ist € eine vorgegebene Fehlertoleranz, v](-k) der j-te Koeffizient von vy, und k()
kennzeichnet ’alte’ Gradienten. Da d = 0, 6 = 1 stets zuléssig ist, ist das modifizierte
Teilproblem stets 16sbar. Wir wollen es im Folgenden mit (QPM) bezeichnen. Man beachte,

daB u.U. d =0, 6 = 1 die einzige zuldssige Losung von (QPM) darstellt, wenn die constraint
qualification nicht erfiillt ist.
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4.3 Die Meritfunktion

Zur Bestimmung einer Schrittlange ay mit

d
()= ()l
Vk+1 V, U — Vg

benotigt man eine geeignete eindimensionale Meritfunktion

V() = Py, ((Z:) + a(de—k Uk))

wobei ®,.(z,v) von n +m Variablen z und v abhéngt. Der Index r bezeichnet einen Vektor
von Penaltyparametern.

a) FEzakte Ly-Penaltyfunktion:

&, (x,0) == f(x) + mz @+ 3 | min(0,g(x)) |

Jj=me+1

Obige Funktion ’bestraft’ f(z) im Sinne der L;-Norm, sobald der zuléssige Bereich ver-
lassen wird, und héngt nicht von v ab. ® heifit exakt, da fiir hinreichend grofies r (gréfler
als optimaler Lagrange-Multiplikator) ein unrestringiertes Minimum von ® eine Losung des
restringierten Problems (NLP) darstellt. Die Funktion ist allerdings nicht differenzierbar
und die untere Schranke fiir » im voraus nicht bekannt.

Beispiel: Sei
min {2z : z > 0}

Dann ist
P, (x,v) =2z +r | min(0, z) |

die L;-Penaltyfunktion. Die Optimallosung ist
=0, u =2

Im SQP-Verfahren werden die Penalty-Parameter wie folgt bestimmt, vgl. Powell (1978a):

k B Lok k
= a0+ )

Allerdings konvergiert das resultierende Verfahren ohne zusatzliche Sicherungsvorkehrun-
gen i.a. nicht (Gegenbeispiel), und lokal ist ax = 1 nicht mehr gewihrleistet, was die
schnelle superlineare Konvergenzrate verhindern kann. Obwohl die numerische Implemen-
tierung eines SQP-Verfahren mit der L;-Penaltyfunktion als zuverlassig und robust angese-
hen werden kann, betrachten wir eine andere Meritfunktion, um die genannten Nachteile zu
vermeiden.

b) Erweiterte Lagrange-Funktion:
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1 1
D, (z,v) == flx) = > (vg(x) — 57’j9j(90)2) 3 > o2/,
jed jeK
Jo={1,... mJyU{j:m.<j<m,g;j(x) <v;/r;}
K:={1,...,m}\ J.
Jetzt wird die Lagrange-Funktion mit Hilfe der euklidischen Ls-Norm ’bestraft’, sobald

der zuléssige Bereich verlassen wird. Die Funktion ®,.(x,v) ist jetzt bzgl. z und v stetig
differenzierbar.

Beispiel: Gegeben sei das einfache Problem
min {2z : = >0}

Dann ist .
(PT(I7/U) = Qx — /1111.2_ 57’.1' 5 faHS xXr g ’U/T'
SU°/T , sonst

die zugehorige erweiterte Lo-Lagrange-Funktion.
Der Penalty-Parameter ist hierbei wie folgt zu wahlen:
(k) (k)2
r®) = max 2m(u;” — v, pE=
J (1 — 5k)dZBkdk 7T

Dabei bezeichnet dj, die zusétzlich in (QPM) eingefiihrte Variable zur Vermeidung von Inkon-
sistenz. Fiir beide Meritfunktionen gilt die folgende Abstiegseigenschaft:

Satz: Fur die genannte Meritfunktionen und Penaltyparameter gilt

‘1’2(0) = V‘I)rk(xk,vk)T ( dy ) <0.

U — Vg

Beweis: Der Satz soll der Einfachheit halber nur fiir die erweiterte Lagrange-Meritfunktion
mit 9, = 0 und m, = m bewiesen werden. Ferner wird jetzt der Index k weggelassen. Mit

g(z) == (g1(2), ..., gm(x))T und
lauten die Optimalitdtsbedingungen fiir (QP):

Bd+vf(r) = Al@)u,
A(x)'d+g(z) = 0.
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Hieraus folgt mit R := diag(ry,...,7m)

v - vao (1)

Vf(@)'d —d" Alz)v + d" A(x)Rg(x) — g(z)" (u — )
—d"Bd + d" A(z)(u — v) — g(x)"Rg(z) — g(z)" (u — v)

= —d"BD —2g(z)" (u —v) — g(x)" Ry(x)

= —d'Bd—||RY?*g(z) + R™Y*(u —v)||®> + (u — v)T R (u —v)

US|
< —d"Bd+> —(uj —v;)*
i=1Tj
1 T
< ——=d" Bd
2
< 0,
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4.4 Das SQP-Verfahren

Zur Realisierung eines speziellen SQP-Verfahrens werden einige konstante Daten beno-
tigt, wobei die numerischen Zahlen in Klammern als Standardwerte iibernommen werden

konnen.
e>0 Stopptoleranz (1077)
0<p<1 Reduktionsfaktor in Schrittweitenbestimmung (0.1)
O<pu<1/2 Armijo — Bedingung (0.001)
0<d<1 Obere Schranke fiir 6 (0.9)
U>1 Multiplikator fiir ¥ (10.0)
o >1 : Multiplikator fiir 7, (10.0)
Algorithmus:

0) Start: Wahle Startwerte

zro € R"  (Benutzervorgabe)
v€R™  (=(0,....0)")
By € R™" (= I)
Uoe R (=1)
ro€ R™  (=(.01,...,.007"

Berechne f(zo), v f(z0), gj(x0), Vgj(z0), j =1,...,m, Jo und setze k(j) := 0 fiir

alle 7 € K.
Fir=0,1,2,...

1) Lose das quadratische Teilproblem (QP). Falls die Restriktionen inkonsistent sind,
fithre neue Variable § ein und 16se (QPM). Es sei d, 0 die Optimallésung und uy, der
zugehorige Multiplikator. Falls 6y > 4§, setze Wy := U, ¥ und 16se (QPM) erneut. Falls
diese Schleife nicht erfolgreich ist bzgl. einer oberen Schranke fiir Wy, setze

dk =

U =

_Bk;_l Ve @T‘k_l(xk7 Uk)
Vr — VUq)rk,l(a:k; Uk) .

2) Definiere neuen Penaltyparameter ry.

4

)
3) Falls ¥,(0) > 0, setze ry := or, und gehe nach 1).
) Bestimme o .

)

5) Fiihre Schrittlangenbestimmung bzgl. Wy («) durch, wobei ®,.(z,v) die erweiterte La-

grangefunktion ist. Es sei ay die berechnete Schrittlange.
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6) Setze

Thy1 = xk+0zkdk

Vky1 = Uk + og(up — vg)
und bereche f(2441), 9j(Tr41),7 = 1,...,m, 7f(@r41), Jrgr und 7g;(Trr1), J € Jis1-
7) Bestimme By, nach dem BFGS-Verfahren mit
G = Val(@rg1, un) — Vo L(Tg, ug) -

Weitere Einzelheiten findet man in Schittkowski (1983) und Schittkowski (1985/86). Im
Algorithmus konnen folgende Stoppkriterien, z.T. alternativ eingesetzt werden:

d} Brdy < €

|7 ) de] + i ugy ()| < e

H Vo L(zg, up)|| < Ve

ZL% xr)| + Z | min(0, g;(xx))| < Ve .

J=me+1
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4.5 Konvergenzresultate

Man unterscheidet zwischen globalen und lokalen Konvergenzaussagen, wobei jeweils
von unterschiedlichen Voraussetzungen ausgegangen wird. Eine Ubersicht iiber bekannte
Konvergenzuntersuchungen findet man bei Stoer (1985). Stellvertretend werden vier Sétze
herausgegriffen.

Satz (Han (1977)): Es sei {(xy,vx)} eine Iterationsfolge eines SQP-Verfahrens, wobei (QP)
stets losbar sei, Wi(«) die exakte Li-Penaltyfunktion ist und ry = r fir alle k gilt. Ferner
sel

(1) Vi(a) <min{Vy(cr) : 0 < <1} + €, Yope; € < 00, € > 0 fir alle k,
(ii) adtd < d¥ Brd < 8d¥d fir alle d € R™ und fiir alle k,

(111) ||ugl|oo < ||7]|oo fiir alle k.

Dann ist jeder Hdaufungspunkt von {(xy,vx)}, der die constraint qualification erfillt, ein
Kuhn-Tucker-Punkt von (NLP).

Satz (Schittkowski (1983)): Es sei {(xy,vx)} eine Iterationsfolge des Algorithmus (4.4), und
es gelte

(i) dFf Bydy, > ~dldy fir alle k und ein v > 0,
(ii) 0p < 0 fiir alle k,
(iii) op > ||A(zg)vr]|? /(1 — 6)? fiir alle k,
() {xx}, {dr}, {uxr}, {Br} seien beschrdnkt.

Dann gibt es einen Hiufungspunkt von {(zx, vx)}, der die Kuhn-Tucker-Bedingung fir (NLP)
erfullt.

Man beachte, daf die spezielle Wahl der Matrizen Bj noch unbedeutend ist. Lokale Kon-
vergenzaussagen dienen der Ermittlung der Konvergenzgeschwindigkeit in der Nahe einer
Optimallosung. Es seien folgende Voraussetzungen erfiillt:

*

a) z* = (z*,u*) sei ein strenges lokales Minimum von (NLP).

b) m. = m, d.h. es seien alle aktiven Restriktionen bekannt.

c) f,91,--.,9m seien zweimal stetig differenzierbar.

d) Fir zy := (g, vg) gelte limy_ o zp = 2*.
)

e) Die Gradienten 7gi(x*),...,Vgm(2*) seien linear unabhingig (constraint qualifica-
tion).

f) d¥ Bxd > vd¥d fiir alle d € R™ mit A(x)Td = 0.
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Satz (Han (1976)): Es gelte zusdtzlich:
(1) VexL(x*,u*) ist positiv definit,

(i1) o, =1 fir alle k,
(7ii) By ist nach der DFP-Formel bestimmt,
() ||Bo — VazL(x*, u*)|| ist hinreichend klein.
Dann konvergiert {zx} Q-superlinear, d.h.

||Zlc+1 - Z*|| o

lim =0

k—o0 ”Zk —z*

Wichtig ist hier, daf8 (i) fiir viele Probleme nicht erfiillt ist. Ferner kann (iv) i.R. nicht
gewahrleistet werden. Die Konvergenzaussage bedeutet, dafl es eine Nullfolge {3} gibt mit

[2k+1 — 27| < Bellzr — 27| -
Hieraus folgt allerdings noch nicht die superlineare Konvergenz von {zy}.

Satz (Powell (1978b)): Es sei ay, = 1 fiir alle k. Dann konvergiert {xy} R-superlinear gegen
x*, d.h.

lim ||z — 2*||"* =0
k—oo

Es wird im obigen Satz vom BFGS-Verfahren ausgegangen, wobei die Startmatrix beliebig
gewihlt werden darf. Allerdings ist die R-superlineare Konvergenz schwacher als die Q-
superlineare Konvergenz, jedoch noch vollig ausreichend, um das praktische Konvergenzver-
halten theoretisch zu fundieren. Es gibt also eine Nullfolge {3} mit

lo — 2| < B -
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5. Numerische Vergleichstests

5.1 Testbeispiele

Zur numerischen Berechnung von Leistungsdaten benotigt man geeignete Testbeispiele.
Hierzu stehen zwei grundséatzlich verschiedene Ansétze zur Verfiigung.

a) Kiinstliche und anwendungsorientierte Probleme
Hierzu zahlen in der Regel die Testbeispiele, die in der Vergangenheit zur Entwicklung
und zum Test von Optimierungsprogrammen benutzt werden und die in Form von
Beispielsammlungen vorliegen, siehe z.B. Hock und Schittkowski (1981) oder Schitt-
kowski (1987). Sie wurden entweder per Hand entwickelt, z.B.

TP1 (Rosenbrock — Problem) :
min 100(zy — 27)* + (1 — 21)?
1,22

zo = (—=1.2, )" 2" = (1, )",
oder besitzen einen praktischen Hintergrund, z.B.

TP104  (Reaktorentwurf) :
min 4z 7w, % + 42 T2g 7 410 — 21 — 19
0088x5x7 + 121 <1
0588xrxs + 1oy + 129 < 1
drsry' + 223 ast +.0588x; ey < 1
dasagt + 2z Magt + 0588z, g < 1
001 <2;<10,2=1,...,8
ro = (6,3, .4,.2,6,6,1,.5)7 .

Der Schwierigkeitsgrad eines Testbeispiels 1afit sich nicht vom optischen Eindruck her-
leiten. So bendtigt man z.B. zur Losung von TP1 ca. 31 Iterationen, zur Losung von
TP104 ca. 16 Iterationen mit einem SQP-Verfahren.

b) Zufallsméaflig erzeugte Testbeispiele

Die bisher besprochenen Beispiele besitzen den Nachteil, dafl nur unzureichende Infor-
mationen tiber die Struktur der Losung vorliegen. Auflerdem ist die Programmierung
einer groflen Anzahl von Testproblemen aufwendig. Dagegen konnen fiir zufallsmafig
erzeugte Testbeispiele nicht nur der optimale Variablenvektor x* vorgegeben werden,
sondern auch die zugehorigen Multiplikatoren und die Hessematrix der Lagrange-
Funktion. Hierzu benotigt man eine Moglichkeit, zufallsméflig nichtlineare Funktionen
zu erzeugen, z.B. verallgemeinerte Polynome der Form

s(z) = Z Cr H g

r=1 =1

mit ¢;, a; € R.



Konstruktionsverfahren:
a) Wahle z* € R™ zufallsméfig innerhalb von vorgegebenen Schranken z; und x,,.

b) Bestimme m + 1 verallgemeinerte Polynome sg, s, . .., S, wobei die Koeffizienten und
Exponenten zufallsméaflig ermittelt werden.

c) Setze
gj(x) = s;i(z) — sj(x*) j=1,...,mc+m,
gi(x) = s;(z) —s;(@)+p;, j=me+m,+1,...,m,
wobel p; € (0,m) beliebig ist.

d) Wihle positiv definite Matrix P, z.B. P = LL', L zufallsmifliig bestimmte untere

Dreiecksmatrix.
e) Bestimme zufallsmaflig Multiplikatorvektor u*, so da8 u} > 0 fiir j = m.+1,...,m.+
mg und vy =0 fir j =me +m, +1,...,m.
f) Setze
1
f(z) == so(z) + éxTHx +cfr+a
mit
H = —%so(a*) + Zuj v gi(x*) + P,
j=1
c = —So(z") — Haz' + Zu; v g;(z%)
j=1
1 «T * T %
a = —Ex Hx*—c'zx

Die vorgegebenen Vektoren x* und u* erfiillen damit die notwendigen und hinreichenden
Optimalitatsbedingungen einer isolierten lokalen Losung:

9i(x") =0, j=1,...,mc+my ,
gj(x*) >0, j=mc+m,+1,...,m,
u; >0, j=me+1,...,m,
VaeL(x*,u*) =0,

f@*)=0.

Konvexe Problemfunktionen erhalt man, falls die verallgemeinerten Polynome durch Ex-
ponentialfunktionen der Form

k n
s(z) = Z Cr €Xp (Z awxi>
r=1 =1
mit ¢, > 0 ersetzt werden.
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5.2 Einige allgemeine Vergleichsresultate

Es sollen Effizienz- und Zuverlassigkeitsresultate fiir einige Optimierungsprogramme vor-
gestellt werden, die typisch sind fiir das benutzte mathematische Verfahren. Zu ihrer Cha-
rakterisierung werden folgende Abkiirzungen benutzt:

PE . Penalty- oder Stratkostenverfahren

MU  : Multiplikator- oder erweitertes Lagrangeverfahren
GRG : Verallgemeinertes reduziertes Gradientenverfahren
SQP : Sequentielles quadratisches Programmierungsverfahren

In der nachfolgenden Tabelle sind die Programme aufgefiihrt, deren Leistungsdaten nu-
merisch miteinander verglichen werden sollen:

Programm Quelle Verfahren
SUMT Fiacco, McCormick (1968) PE

NLP Rufer (1978) PE
LPNLP Pierre, Lowe (1975) MU
VFO1A Fletcher (1975) MU
GRGA Abadie (1978) GRG
GRG2 Lasdon e.al. (1978) GRG
VFOLAD  Powell (1978a) SQP
NLPQL Schittkowski (1985/86) SQP

Die vorgestellten Ergebnisse beziehen sich auf 240 Testlaufe mit zufallsmaflig erzeugten
Testproblemen und koénnen in Schittkowski (1980) nachgelesen werden. Fiir die in 5.1
erwahnten kiinstlichen und anwendungsbezogenen Testbeispiele gelten analoge Resultate,
vergleiche hierzu Hock und Schittkowski (1981). Die Testldufe basieren auf 80 Testbeispie-
len, die mit jeweils drei verschiedenen Startwerten versehen werden. Fiir die Dimensionspa-
rameter gelten die Einschrankungen

4<n<20,3<m<180<m.<3,0<m,<12.

Folgende durchschnittliche Effizienz- und Zuverlassigkeitsresultate werden werden aufge-
listet:

ET — Rechenzeit in Sekunden,

NF — Anzahl der Funktionsauswertungen von f,

NG — Anzahl der Funktionsauswertungen von gy, ..., gm,
NDF — Anzahl der Gradientenauswertungen von f,

NDG — Anzahl der Gradientenauswertungen von ¢y, ..., gm,
PNS — Prozentsatz der nicht erfolgreichen Testlaufe,

F — Anzahl der Fehllaufe.

Die Mittelwerte beziehen sich jeweils auf die bzgl. vorgegebener Toleranzen erfolgreichen
Testlaufe.
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Programm ET NF NG NDF NDG PNS F
SUMT 270.1 2335 24046 99 1053 69.9 19
NLP 88.1 1043 8635 111 957 15.6 31
LPNLP 57.4 252 2518 101 1014 26.7 10
VF01A 422 158 1596 158 603 239 12
GRGA 37.7 204 2946 67 378 121 3
GRG2 52.6 297 3368 38 423 104 0
VF02AD 31.5 16 179 16 179 6.2 5
NLPQL 14.1 18 181 16 64 33 0

Die in NLPQL auftretenden quadratischen Teilprobleme werden mit dem Unterprogramm
QPSOL von Gill, Murray, Saunders und Wright (1982) gel6st. Die wichtigsten Schluffol-
gerungen sind einmal, dafl unterschiedliche Implementierungen derselben mathematischen
Methode zu Programmen mit unterschiedlichen Leistungsdaten fiihren konnen und zum
anderen, dafl die SQP-Verfahren den anderen deutlich bzgl. Effizienz und Zuverlassigkeit

iiberlegen sind.
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5.3 Vergleichsresultate fiir Strukturoptimierungsprobleme

Die im letzten Abschnitt angegebenen Resultate lassen sich nicht ohne weiteres auf die
Losung von Strukturoptimierungsproblemen iibertragen. In Abéangigkeit vom dominierenden
Typ der Restriktionen wurden Spezialverfahren konstruiert, die in vielen Fallen den SQP-
Verfahren iiberlegen sind, siehe Fleury (1989) oder Svanberg (1987). Der Grund liegt in
der speziellen Struktur der Restriktionen, bei denen haufig eine Einfithrung von reziproken
Variablen die Nebenbedingung linearer macht.

Es sollen hier nur einige wenige Resultate einer umfangreichen numerischen Vergleichs-
studie dargestellt werden, s. Schittkowski, Zillober und Zotemantel (1994). Sie beruhen auf
einer Sammlung von 79 Testbeispielen, die von MBB-UF Flugzeuge zur Verfligung gestellt
wurden und in der nachfolgenden Tabelle 1 zusammenegfafit werden. Sie enthéllt neben den
Namen der Beispiele Informationen iiber charakterisierende Daten, z.B.:

NET - Anzahl der Finiten Elemente

NOD - Anzahl der Knoten

NLY - Anzahl der Lagen bei Kompositelementen
NLC - Anzahl der Lastfalle

NDT - Anzahl der Freiheitsgrade

NSV - Anzahl der Strukturvartiablen

NDV - Anzahl der Entwurfsvariablen

NDG - Gesamtzahl aller Restriktionen

Wahrend ca. 50% der Beispiele aus der Literatur stammen, reprasentieren die restlichen
Beispiele reale Anwendungsprobleme bzw. deren Modifikationen. Sie wurden im Zusammen-
hang mit der Entwicklung des Strukturoptimierungssystems MBB-LAGRANGE fiir Teststu-
dien gesammelt.

MBB-LAGRANGE ist ein Strukturoptimierungssystem, das insbesondere fiir Anwendun-
gen aus der Luft- und Raumfahrt entwickelt wurde, sieche Kneppe, Krammer und Winkler
(1987). Die folgenden Restriktionstypen sind definierbar, die sich alle in der ein oder anderen
Form in den Testbeispielen wiederfinden:

- Verformungen

- Dehnungen

- Spannungen

- Stabilitét (lokal und global)
- aeroelastische Wirksamkeiten
- Flattergeschwindigkeiten

- Divergenzgeschwindigkeiten
- Eigenwerte und Eigenformen

- dynamische Systemantworten
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- Fertigungsbedingungen

- minimale und maximale Abmessungen

Die zugehorigen Entwurfsvariablen sind

- Querschnittsflachen von Stdben und Balken

- Wanddicken von Membran- und Schalenelementen

- Lagendicken und -winkel von Faserverbundwerkstoffen
- Knotenkoordinaten

- Ausgleichsmassen

In das System MBB-LAGRANGE wurde eine Vielzahl mathematischer Optimierungsver-
fahren eingebaut basierend auf der Erkenntnis, dafl es kein Verfahren gibt, dal auch nur
annahernd alle auftretenden Strukturoptimierungsprobleme in der gewiinschten Weise 16sen
konnte:

IBF - inverses Penaltyverfahren, s. Fiacco, McCormick (1969)

MOM - Multiplikatorverfahren, s. Reklaitis, Ravindran und Ragsdell (1983)

SLP - sequentielle lineare Programmierung, s. Kneppe (1986)

SRM - stress ratio-Methode, s. Berke und Khot (1974)

RQP1 - sequentielle quadratische Programmierung, s. Schittkowski (1985/86)

RQP2 - sequentielle quadratische Programmierung, s. Powell (1978a)

GRG - verallgemeinertes reduziertes Gradientenverfahren, s. Bremicker (1986)

CONLIN - konvexes Approximationsverfahren, s. Fleury (1989)

SCP - konvexes Approximationsverfahren mit Schrittlangenwahl, s. Zillober
(1993)

MMA - Methode der Mowving Asumptotes, s. Zillober (1994) bzw. Svanberg
(1987)

Die Leistungsdaten der Tabellen 2 und 3 beziehen sich auf die bzgl. einer Fehlerschranke
€ > 0 erfolgreichen Testlaufe. Ein Iterationsvektor x; erfillt dabei die Genauigkeitsschranke
e, falls

flaw) < (A +e)f(@"), r(zp) <e

Hierbei ist f(zy) der Zielfunktionswert, r(zx) die Gesamtsumme aller Restriktionsverletzun-
gen und z* die Optimallosung, die entweder der Literatur entnommen wurde oder durch
separate Testlaufe mit hoher Endgenauigkeit ermittelt wurde.

In Tabelle 2 soll ein Eindruck von der Zuverlassigkeit und die erzielbare Endgenauigkeit
der betrachteten Verfahren gegeben werden. Hierzu wird jeweils die Zahl der ungelsten
Beispiele fiir vier verschiedene Genauigkeitsschranken angegeben.

In Tabelle 3 werden bezogen auf diverse Endgenauigkeiten jeweils die erzielten Leis-
tungszahlen der betrachteten Verfahren angegeben, um einen Eindruck von der Effizienz
der numerischen Verfahren zu geben. Dabei beziehen sich die angegebenen Werte auf die
Rechenzeit bzw. die Zahl der durchgefithrten Analysen bis zum Erreichen der Stoppbedin-
gung. Zur Herleitung der Leistungskriterien sei auf Schittkowski, Zillober und Zotemantel
(1994) verwiesen.

Aus den numerischen Resultaten lassen sich folgende Schlufifolgerungen ableiten:
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Nur mit Hilfe der SQP-Verfahren 148t sich eine hohe Endgenauigkeit erzielen.

Die SQP-Verfahren sind die zuverlassigsten Verfahren, d.h. losen die meisten Test-
beispiele.

Falls ein konvexes Approximationverfahren konvergiert, ist es deutlich effizienter als
alle anderen Verfahren.

Sequentielle Linearisierungsverfahren lassen sich alternativ zur Losung von Struktur-
optimierungsproblemen einsetzen. Sie sind effizient und hinreichend zuverlassig.

Penalty- und Multiplikatorverfahren sind unzuverlassig und ineffizient. Sie sollten nur
in Spezialfillen benutzt werden.
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No Modell Testbeispiel NET NOD NLY NLC NDT NSV NDV NDG ‘
1 1 APLATE2 49 64 1 1 175 49 7 51
2 1 APLCON 49 64 1 1 175 49 32 51
3 2 ARIANB 310 357 1 5 2136 310 24 1020
4 3 B4SIZE 130 88 4 1 240 520 72 022
) 3 B4SIZELA 130 88 4 1 240 520 83 922
6 4 BALKEN?2 2 1 2 10 2 2 4
7 ) BARBIG 9 11 1 0 o4 9 9 91
8 6 BARDISP 3 4 1 1 12 3 2 3
9 6 BARDYN2 3 4 1 1 12 3 3 4

10 6 BARDYN5 3 4 1 1 12 3 3 4
11 7 BARMASS 8 10 1 1 48 8 8 1
12 8 BAROF9 7 4 1 1 18 7 7 7
13 9 BUST 8 15 1 2 54 8 8 16
14 9 BUSTB 8 9 1 2 30 8 8 16
15 9 BUSTM 4 6 1 2 8 4 4 8
16 9 BUSTQ 8 15 1 2 o4 8 8 16
17 9 BUSTQM 2 6 1 2 8 2 2 4
18 9 BUSTT 10 15 1 2 54 10 10 20
19 10 CANE 40 44 1 1 120 40 10 41
20 11 CELAS4 22 29 1 1 87 18 2 18
21 12 COMPKRAGS 4 7 4 2 10 16 10 44
22 13 COOLPLATE 177 180 1 1 971 177 8 177
23 14 CORDS 63 35 4 1 87 135 8 96
24 15 DREI 3 4 1 2 2 3 3 6
25 15 DREIDISP 3 4 1 2 2 3 2 6
26 15 DREISLP 3 4 1 2 2 3 3 6
27 16 DYNPLT 63 60 1 1 250 63 10 157
28 17 EFA2CLAG 492 385 1 1 1839 492 o4 153
29 18 F1F3 24 28 9 1 52 100 13 67
30 19 GARTEUR1 83 79 1 0 231 83 13 21
31 20 GBOX 97 89 1 1 473 97 6 98
32 21 GENTEST 3 4 1 2 18 1 1 2
33 22 GRADPLA 4 9 1 2 41 4 4 10
34 23 HEXA 9 52 1 1 148 9 6 13
35 24 JPATS16 252 214 2 1 406 744 144 416
36 25 KALA31 9 9 4 1 18 75 37 40
37 26 KRAG 4 7 3 2 10 7 7 14
38 26 KRAGBA 8 10 4 2 16 12 10 26
39 26 KRAGBAD 8 10 4 2 16 12 10 25
40 26 KRAGBAM 8 10 4 2 16 12 10 20
41 26 KRAGDYN 8 10 4 2 16 12 8 27
42 26 KRAGIBF 4 7 3 2 10 7 7 14
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No Model Test Example NET NOD NLY NLC NDT NSV NDV NDG ‘
43 26 KRAGMAN 4 7 4 2 10 16 10 44
44 26 KRAGMOM 4 7 3 2 10 7 7 14
45 27 KRANO 54 20 1 1 112 54 54 54
46 27 KRAN1 54 20 1 1 112 54 54 55
47 28 LAGTEST 40 36 1 1 158 40 8 40
48 10 MCANE 40 44 1 1 120 40 40 41
49 29 MOMENT 8 9 1 2 48 8 8 16
50 30 MPC 18 29 1 1 113 18 2 18
51 31 MPLATE 6 10 1 2 26 6 6 12
52 31 MPLATEH 6 10 1 2 26 6 6 12
53 32 OPM2 208 133 1 0 516 208 11 2
54 33 PLATTE 10 16 4 1 27 40 10 41
95 34 POINTMASS 8 10 1 0 48 8 8 1
56 35 PUNCHTEST 50 31 4 1 60 86 20 86
o7 36 QUARTOPLT 4 9 1 4 10 4 4 20
o8 37 QUATRIA 39 49 8 1 84 92 35 99
99 38 RBAR 25 29 1 1 134 25 2 25
60 39 SCHEIT210 8 9 4 1 15 32 4 32
61 40 SPANT 20 15 1 1 26 20 13 20
62 41 SPSLP 414 196 1 1 389 414 108 414
63 41 SPSLPB 414 196 1 1 389 414 108 415
64 42 T3D066 9 52 1 1 148 9 6 13
65 43 TBDYN 10 6 1 0 8 10 10 1
66 44 TEMPER2 16 25 1 1 18 16 12 12
67 43 TENBAR 10 6 1 1 8 10 10 10
68 43 TENCON 10 6 1 1 8 10 10 10
69 43 TENMOM 10 6 1 1 8 10 10 10
70 43 TENRQP 10 6 1 1 8 10 10 10
71 43 TENSRM 10 6 1 1 8 10 10 10
72 2 TESTCORDI1 173 207 1 2 1017 173 11 176
73 2 TESTCORDA4 173 207 1 2 1027 173 11 176
74 45 TESTNASO 30 18 4 2 72 42 30 84
75 46 TESTPARDYN 9 11 1 0 54 9 9 91
76 47 TR4X4 32 25 1 1 56 32 32 32
7 48 TRIOM 10 18 1 1 32 10 ) 13
78 49 TSHELL3 1 3 1 2 3 1 1 2
79 50 TUBE 60 32 4 1 72 132 8 98

Tabelle 1: Zusammenfassung aller Testbeispiele
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Code e =0.01 e = 0.001 e = 0.0001 e = 0.00001
MOM 30 (38 %) 51 (65 %) 60 (76 %) 67 (85 %)
SLP 20 (25 %) 27 (34 %) 31 (39 %) 37 (47 %)
RQP1 13 (16 %) 15 (19 %) 19 (24 %) 23 (29 %)
RQP2 18 (23 %) 20 (25 %) 22 (28 %) 26 (33 %)
GRG 26 (33 %) 30 (38 %) 31 (39 %) 31 (39 %)
QPRLT 15 (19 %) 20 (25 %) 24 (30 %) 28 (35 %)
CONLIN 34 (43 %) 37 (47 %) 42 (53 %) 43 (54 %)
SCP 19 (24 %) 24 (30 %) 25 (32 %) 28 (35 %)
MMA 21 (27 %) 25 (32 %) 25 (32 %) 27 (34 %)
Table 3: Anzahl ungelGster Beispiele
Code e =0.01 e = 0.001 e = 0.0001 e = 0.00001
27.16 31.70 31.58 28.79
MOM 43.72 48.88 47.76 49.64
55.67 61.55 63.20 54.68
7.28 6.82 7.30 6.91
SLP 3.66 3.29 4.22 3.21
6.62 5.84 7.25 6.85
14.15 12.97 13.07 13.63
RQP1 5.59 4.47 4.59 4.51
7.69 6.15 5.75 7.43
9.39 8.25 8.31 8.97
RQP2 4.49 3.64 3.88 3.93
7.05 5.38 5.23 6.89
11.20 10.80 10.68 11.06
GRG 17.34 15.87 15.71 15.56
3.62 3.03 2.71 3.41
8.61 8.13 8.17 8.36
QPRLT 13.45 12.56 12.72 11.77
3.02 2.66 2.53 2.96
5.82 5.68 5.33 5.66
CONLIN 2.63 3.12 2.35 2.45
4.59 5.18 3.49 4.60
9.54 9.06 9.03 9.59
SCP 6.39 5.59 6.01 6.07
7.11 5.94 5.65 7.43
6.86 6.59 6.54 7.04
MMA 2.73 2.59 2.75 2.86
4.64 4.26 4.19 5.75

Table 8: Leistungsindizes fiir Rechenzeit, Anzahl der Analysen
und Gradientenauswertungen, jeweils untereinander
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